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Voraussetzung und verwandte Themen

Fur diese Beschreibungen sind Grundlagen der Statistik vorteilhaft. Weiterfuhrende und
verwandte Themen sind:

www.versuchsmethoden.de/Normalverteilunqg.pdf

www.versuchsmethoden.de/Weibull-Analysen.pdf

www.versuchsmethoden.de/Verteilungstests.pdf

www.versuchsmethoden.de/Prozessfahigkeit.pdf
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EinfUihrung

Uberlagern sich verschiedene Verteilungen, so reicht eine Verteilungsform nicht mehr
aus die Datenlage zu beschreiben, man spricht dann von einer Mischverteilung. Im Falle
einer 2-fach Mischverteilung nennt man diese auch bimodal. Haufige Ursachen sind
etwa Fertigungschargen mit unterschiedlichen Mittelwerten, die vermengt sind. Letztlich
sind beliebig viele Vermengungen moglich. Folgende Darstellung zeigt eine Mischver-
teilung mit mindestens 3 Fertigungschargen.
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Geht es um Lebensdaueruntersuchungen, so ist es moglich, dass unterschiedliche
Schadigungsgrinde vorliegen (konkurrierende oder alternative Ausfallmechanismen).

Ziel und Nutzen

Mischverteilungen sind insbesondere bei der Bestimmung einer Prozessfahigkeit anzu-
treffen. Durch die Anwendung von Mischverteilungen erhalt man meist eine bessere
Prozessfahigkeit, auch wenn man dann nicht mehr von einem stabilen Prozess redet.
Insgesamt ist die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten mit der Mischverteilung exak-
ter, denn es gibt immer mehr oder weniger ,UnregelmafRigkeiten®. Allerdings sollte man
die Mischverteilung nur anwenden, wenn der Test auf die erwartete Verteilung abgelehnt
wird.
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Grundlagen

Mehrparametrige Normalverteilung

4-parametrige Normalverteilung

Die 4-parametrige Normalverteilung wird z.B. fur konkurrierende Bruchursachen ange-
wendet. Beispielsweise ist die eine Bruchursache ein Lunker und die andere eine Kerb-
wirkung an der Oberflache. Die Versuche sind dabei in der Regel statisch, z.B. Biege-
oder Zugversuche mit x = Kraft. Hier werden die kumulativen Verteilungsfunktionen
zweier Normalverteilungen mit ihrem jeweiligen Mittelwert und der Standardabweichung
miteinander kombiniert:

Hpy = P01t Prrzisz2 — Prxtist Prazs2

mit &, ;. Verteilungsfunktion der Normalverteilung

Das Produkt beider Verteilungen wird nochmal abgezogen, da hier davon ausgegangen
wird, dass nicht beide Bruchursachen gleichzeitig auftreten.

5-parametrige Normalverteilung

Eine bimodale Verteilung mit alternativen Ausfallursachen liegt vor, wenn in einer Stich-
probe z.B. zwei Chargen mit verschiedenen Versagensmechanismen vermischt vorlie-
gen. Unter Belastung versagt jede Einheit nach ihrem jeweilig eigenen Mechanismus.
Der Anteil der Charge 1 und 2 ist Uber g bzw. /-q definiert:

Hpy= q®Pyrz1;1+ (1—q) Py32, 52

mit &, ;.o Verteilungsfunktion der Normalverteilung

Wie bei der 4-parametrigen Normalverteilung sind hier die Versuche in der Regel sta-
tisch, z.B. Biege- oder Zugversuche mit x = Kraft.

Die 4 oder 5 Parameter mussen iterativ geldst werden. Es besteht die Moglichkeit nach
bekannter Methode der kleinsten Abweichungsquadrate zu optimieren, oder nach der
Max-Likelihood-Methode. Dabei wird die jeweilige Dichtfunktion partiell nach den Para-
metern abgeleitet und zu 0 gesetzt. Die dabei entstehenden Formeln sind sehr komplex.
Alternativ kann man numerisch fir alle Ausfallpunkte xi das Maximum [] h; fir Variati-
onen der Parameter suchen. Man lasst zunachst den ersten Parameter x; einem zu
erwartenden Bereich durchlaufen und merkt sich die Stelle mit dem grof3ten Wert fur
[Thi). Danach folgen die anderen Parameter. Diesen Vorgang muss man iterativ so-
lange wiederholen, bis sich die Parameter nicht mehr wesentlich andern. Als Startbedin-
gung der lteration verwendet man eine abschnittsweise Aufteilung in zwei Geradenab-
schnitte mit zwei 2-parametrigen Verteilungen (jeweils vordere und hintere Halfte).

Die fir das Produkt [] h;) notwendigen Dichtfunktionen sind im folgendem dargestellit:

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 4-parametrige Normal:
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1 ‘[(x;;y] +(1—q>x;;2;s2) 1 _[(xz_s)?)zj
2r s, 27 sy

h(t) = (1 o q)x;fl;sl )

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 5-parametrige Normal:

hqy =4 ;e 25 ] +(1-¢q) ;.8_[()‘;2)2]

27 s, 2r's,

Die Erweiterung auf eine 3-fach Mischverteilung ergibt eine 8-parametrige Normalver-
teilung usw. Da die Berechnung der Parameter iterativ erfolgen muss, wird spatestens
die Berechnung einer 5-fach Mischverteilung problematisch. In der Produktion mit vielen
Formnestern oder parallelen Fertigungsanlagen kann diese jedoch vorkommen. Es wird
hier deshalb vorgeschlagen ab mehr als 4 Verteilungen nur die Randbereiche zu be-
trachten. Dies ist insbesondere fur die Prozessfahigkeit von Bedeutung bezlglich der
Toleranzgrenzen:

X=30,302 5,=0,006324 %,=30,405 5,=0,004244 %;=30,597 $;0,01048 %;=30,701 ,0,00592 q =024 q=0,25 q,=0,32 R? =0,993

99,9 /
% S -7 - g \l
98 -z
90— : - =
+— vordere Vertei- = O -
;8',7 lungen =L [ ¥
== X f S Die letzten bei-
30 P / | T=--" .
" p 7 mittlere Vertei- | den Verteilungen
L7 0 lungen auslas-
1 ‘\\ Y 4~ -
o1-—FF
0,01 L L LI LI L L L LI L L
30,3 30,4 30,5 30,6 30,7

Mehrparametrige Weibull-Verteilungen
4- und 5-parametrige Weibull-Verteilung

Auch bei Weibull-Verteilung gibt es Mischverteilungen. Weibull wird in der Regel fur Le-
bensdauerfragen angewendet. Im Gegensatz zu statischen Versuchen, fur die die Nor-
malverteilung zu Grunde zu legen ist, werden hier dynamische Versuche untersucht,
z.B. Biegewechseltests. Die Mischverteilung entsteht hier durch verschiedene Ausfallur-
sachen. Fur den Fall von zwei Ausfallursachen spricht man auch hier von sogenannten
bimodalen Verteilungen. Man unterscheidet:
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1. Konkurrierende Ausfallmechanismen
2. Alternative Ausfallmechanismen

Man geht von konkurrierenden Ausfallmechanismen aus, wenn z.B. in einer Kompo-
nente unterschiedliche Bauteile defekt sind. Das Verhalten ist analog zum Prinzip des
,Schwachsten Gliedes in der Kette mit den Ausfallen am Anfang. Die Defekte des zwei-
ten Bauteils kommen deutlich spater. Oft handelt es sich bei dem ersten Abschnitt um
Fruhausfalle, also um Qualitatsprobleme durch die Fertigung. Konkurrierende Ausfall-
mechanismen werden durch die 4-parametrige Weibull-Verteilung beschrieben:
4-parametrige Weibull-Verteilung (konkurrierend Ausfallmechanismen)

Die entsprechende Variante in der Weibull-Verteilung ergibt:

Hy = <1 - e_(T_a)h) + (1 - e‘(T_tz)b2> — (1 - e‘(r—tl)b1> . (1 _ e—(r—tz)b2>

Fur sprodbrechende Materialien (Glaser, Keramiken, etc.) leitet sich die Weibull-Vertei-
lung aus der Theorie der minimalen Extremwert-Verteilungen ab (Analogie: Schwachs-
tes Glied in einer Kette). Ein anderer Sachverhalt ist z.B. der Ausfall unterschiedlicher
Bauteile innerhalb eines Systems oder einer Komponente.

Im folgenden Beispiel gibt es einen eindeutigen Knick zu einer steileren Steigung im
hinteren Bereich. Aufgrund des zunachst fast geraden Anfangsverlaufes kann die 3-pa-
rametrige Weibull-Verteilung die Punkte nicht ausreichend erfassen. Das spricht fir eine
eindeutige Mischverteilung.
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5-parametrige Weibull-Verteilung (alternative Ausfallmechanismen)

Von alternativen Ausfallmechanismen spricht man, wenn z.B. ein und dasselbe Bauteil
evtl. sogar mit einem Schadensbild ausfallt, aber die Ursache hierfur unterschiedlich sein
kann. Beispiel: Ein Kunststoffring in einer Kraftubertragung bricht, weil eine Gummient-
kopplung zu steif ist, um die Krafte zu dampfen, oder weil er thermisch Uberbeansprucht
wird. Oft lasst sich nicht klar bestimmen, ob nicht auch durch unterschiedliche Anwen-
dungen, das Bauteil unterschiedlich belastet wird (Kundenverhalten).

Alternative Ausfallmechanismen werden durch die 5-parametrige Weibull-Verteilung
beschrieben, die die klassische Form einer Mischverteilung darstellt:

_(L)h1 _(L)bz q : relativer Anteil der
Hpy=q|1-e 1 +tA-q@|1-e 2 jeweiligen Verteilung 0..1

Im folgenden Beispiel gibt es einen eindeutigen Wechsel von einer Rechts- auf eine
Linkskrimmung. Dies ist ein klares Indiz fur eine Mischverteilung. Die ersten 3 Punkte
fallen aus der vorderen Gruppe zudem etwas ab (3. Ausfallursache, z.B. wegen einer

Vorschadigung).
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Das Prinzip der 5-parametrigen Verteilung kann auch auf 8 Parameter erweitert werden
und man erhalt eine 3-fach Mischverteilung.

Ungeachtet der Frage nach konkurrierenden oder alternativen Ausfallursachen wird man
sich bei nicht bekanntem Sachverhalt auf Basis des Bestimmtheitsmales flr die 4- oder
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5-parametrige Form entscheiden. Auch die statistischen Tests kdnnen Hilfestellung fur
die Auswahl der einen oder anderen Verteilung geben.

Die Parameter der Weibull-Verteilungen ab 4 Parameter mussen iterativ gelost werden.
Es besteht die Mdglichkeit nach bekannter Methode der kleinsten Abweichungsquadrate
zu optimieren, oder nach der Max-Likelihood-Methode. Dabei wird die jeweilige Dicht-
funktion partiell nach den Parametern abgeleitet und zu 0 gesetzt. Als Startbedingung
der Iteration verwendet man eine abschnittsweise Aufteilung in zwei Geradenabschnitte
mit zwei 2-parametrigen Verteilungen (jeweils vordere und hintere Halfte).

Vereinfachter Test auf Mischverteilung

Anstelle einer mehrparametrigen Weibull-Verteilung kdnnen vereinfacht die unterschied-
lichen Verlaufe aufgeteilt werden.

In der linken Darstellung ist der urspringliche Verlauf zu sehen, der nicht einer Geraden
entspricht. Im rechten Bild wurde der vordere und der hintere Bereich so aufgeteilt, dass
die Teilgeraden jeweils ein moglichst maximales Bestimmtheitsmal’ aufweisen.
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Fir den folgenden Test auf Mischverteilung wird zunachst eine Nullhypothese Ho defi-
niert. Diese lautet: Die Ausfalle gehoren einer gemeinsamen Weibull-Verteilung an (lin-
kes Bild). Die Alternativhypothese H1 lautet entsprechend: Die Ausfalle gehdren nicht
einer gemeinsamen Weibull-Verteilung an (rechtes Bild).

Ausgehend von Howerden Vertrauensbereiche fur die Gesamtgerade bg.; und Tg.s gebil-
det.

In(7y) +In(7,)
T oo 2 b =(+h))2

ges

Fur den Parameter b ist z.B. folgender Vertrauensbereich anwendbar (Literatur Mock,
Methoden zur Datenhandhabung in Zuverlassigkeitsanalysen):

! 1.4 E;T(\:/:ﬁ 4 gilt nur far Vertrauensb.
<b<b, |14+,=2 , . —
“ 1,4 5 n Vertrauensbereich 90%. 20 OA’ 1+JL4/n
I n Andere Bereiche siehe 95% 1+42,0/n
Tabelle rechts 99% 1+,/3,4/n

Fir die charakteristische Lebensdauer T empfiehlt sich folgende Beziehung (Literatur
Bertsche, Zuverlassigkeit im Fahrzeug. und Maschinenbau):
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o ) on ) Vertrauensbereich 90% = o= 10%
T <T<T w2= 5%

ges 2 ges 2
2n,1-a/2 Xonal2 1—o/2 = 95%

Gepruft wird nun ob b7 und b2 bzw. T7und T2 innerhalb der Vertrauensbereiche der
Parameter der mittleren Verteilung liegen.

Ja : = Die Nullhypothese, dass /b
Verteilungen gleich sind, -

wird nicht verworfen. /
Nein : = Die Nullhypothese wird

e
. T [ e
verworfen — Verteilungen /i/’/_ &Ll
e i ,'//
sind unterschiedlich. b7 7

Hinweis: Es reicht aus, wenn

b oder T auf3erhalb liegen. = .
In der folgenden Grafik lasst sich die Situation gesamthaft darstellen. In der Ordinate
werden die Vertrauensbereiche des Formparameters aufgetragen, in der Abszisse die

der charakteristischen Lebensdauer.
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o Positionfirbund T
der 1. Verteilung

By i A Positionfurbund T
o~ der 2.Verteilung

== } ) Vertrauensbereich

der mittleren Gerade
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Um Ho bestatigen zu kdnnen, mussen beide Punkte der einzelnen Abschnitte innerhalb
der Vertrauensgrenzen liegen. Die Steigung des ersten Abschnittes ist jedoch flacher,
als die untere Vertrauensgrenze fur b. Die Nullhypothese ist somit abzulehnen und man
muss von einer Mischverteilung ausgehen.

Das gleiche Prinzip ist anwenderbar fur die Normalverteilung. Hier werden die Parame-
ter Mittelwert und Standardabweichung anstelle von b und T getestet.
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Literatur - Weiterfiuhrende Beschreibungen

Ausfluhrliche softwareunabhangige Beschreibungen zum Thema DoE und der dazuge-

hdrigen Auswertungen gibt es im

Taschenbuch der statistischen Qualitats-
und Zuverlassigkeitsmethoden

Definitive Screening Designs DSD

Sogenannte Definitive Screening Designs sind ool
sehr neu von Jones und Nachtsheim entwickelte pore

Versuchsplane mit sehr geringem Versuchsum-
fang.

Sie ermdglichen die Auswertung von quadrati-
schen Modellen und basieren deshalb auf 3 Stu-
fen. Zwischen den Hauptfaktoren untereinander
und den quadratischen Termen gibt es keine
Vermengung (orthogonal). Die Wechselwirkun-
gen sind nicht zu 100% vermengt.

z
S

>
o

c | | Inder generischen
1| 1] 1| Erzeugung dieser Versuchsplane

(iterativ mit Hilfe der Determinante) ergibt sich regular die
-1] 1| 1] Anzahl Versuche mitn=2*p+2. Manche Plane, z.B. fiir p=5
0| -1| 1| sind dann allerdings teilweise zwischen den Hauptfaktoren
ol 1| -1| vermengt Hier mssen bis zu 3 Versuchszeilen erganzt
werden. Der Gesamtumfang ergibt sich somit zu:

W IN OOV IE WIN|-
o»-u'au»i-n--l-oo
0
-

0| -1
1| 0] 1| n=2'p+2+(1.3)
1| 1| O
1] 1| o| Ale Faktoren missen durchgehend auf 3 Stufen sein und
IHolNe es lassen sich keine kategorialen Faktoren darstellen.

Nachteilig ist auch, dass keine Auswertung aller moglichen

Speziell das Buch

Weibull & Zuverlassigkeitsmethoden

i

Weitere Informationen und
Leseproben:
crgraph.de/Literatur

vertieft anwendungsbezogen die Statistiken und Methoden rund um Weibull und aller

weitere Verteilungen. Die Versuchsplanung behandelt
hier spezielle Lebensdauerfragen aufgrund unterschied-
licher Belastungen, Temperaturen, etc.

2.5.1 Vertrauensbereich der Weibull-Gerade

Bei der Weibull-Auswertung handelt es sich praktisch immer um eine Stichprobe. Die
Gerade im Weibull-Diagramm entspricht also nur der Stichprobe. Je mehr Teile geprift
oder ausgewertet werden, desto mehr streuen die ,Punkte® um die Weibull-Gerade.
Man kann statistisch eine Abschatzung Uber den Bereich der Grundgesamtheit
machen. Hierflr wird ein sogenannter ,Vertrauensbereich® eingeflihrt. In der Regel gibt
man diesen mit 90% an. Die obere Vertrauensgrenze entspricht dann einer Aussage-
wahrscheinlichkeit von Pa=95%.
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Consulting & Schulungen

Bei unseren Inhouse- oder Online-Schulungen wird die pra-
xisnahe Anwendung von statistischen Methoden vermittelt.
Wir haben Uber 25 Jahre Erfahrung, insbesondere in der
Automobilindustrie und unterstutzen Sie bei Ihren Problem-
stellungen, fUhren Auswertungen fur Sie durch, oder erstel-
len firmenspezifische Auswertevorlagen.

Weitere Informationen finden Sie unter:
crgraph.de/schulungen

Sie haben ein konkretes Qualitatsproblem, oder wollen ein Produkt effizient und zuver-
lassig entwickeln? Sie wollen keine Statistik-Software anschaffen, weil diese voraus-
sichtlich zu selten gebraucht wird, oder weil zu wenig Zeit zur Einarbeitung vorhanden
ist? Dann sind unsere Q-Support Pakete genau das Richtige:

crgraph.de/consulting

Hotline

Haben Sie noch Fragen, oder Anregungen? Wir stehen |hnen gerne zur Verfugung:
Tel. +49 (0)8151-9193638

E-Mail: info@crgraph.de

Besuchen Sie uns auf unserer Home-Page: www.crgraph.de
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]| Anwendung in Visual-XSel

www.crgraph.de

Unsere Software Visual-XSel ist ein leistungsfahiges Tool fur alle wichtigen statisti-
schen Qualitats- und Zuverlassigkeitsmethoden. Verwenden Sie fur den Einstieg die
Versuchsplanung im Leitfaden (siehe auch crgraph.de/themen-index), oder die lkone

DoE.
88 visual-xsel = a x
Datei Bearbeiten Einflgen Daten Berechnen Statistik Optionen  Hilfe
===} 352 A ), T
SESErESs R ik|d BRA P 37 F B 2
S5e ¢ Einfigen [| Diagramme | Weibull Auswertg. DoE Analysen MSASCpk | Tooks  Makro | Zeichnen h e
Projekt
Visual-XSel
Hilfe
Datenanalyse
o = & =
%ﬁﬂi Lebensdauertests Fehlerbaum
=
Regelkarten
@ Copyright CRGRAPH 2026 www.crgraph.de
 oE—— »
X=2715mm Y=31.8mm Seite 1 B B& -—Y—+ 100% Y

Hier findet man eine Ubersicht zum Programm:
crgraph.de/visual-xsel-software/

Nicht umsonst ist diese Software in vielen namhaften Firmen im Einsatz:
crgraph.de/Referenzen.

Die folgende Beschreibung ist eine Anleitung und Einfihrung in die Erstellung von
Mischverteilungen in Visual-XSel.

12 © 2026 CRGRAPH
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Als Beispiel fur die Darstellung einer Mischverteilung soll hier ein Histogramm verwen-
det werden. Alternativ kann das Wahrscheinlichkeitsnetz der Normal- oder der Weibull-
Verteilung gewahlt werden. Letztere ist fur Lebensdaueruntersuchungen zu verwen-
den. In allen Fallen ist zunachst nach Dateneingabe die lkone Diagramm zu wahlen.

—||&
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Es erscheint ein Dialog mit
dem Test verschiedener
Verteilungen. In diesem
Datensatz werden alle
Standardverteilungen abge-
lehnt (pvaiue = 0) und es
bleibt als einzige Alterna-
tive die Mischverteilung.
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In diesem Bild ist auch nochmal der Verteilungstest fir die Mischverteilung gewahit
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Ein Wechsel zum Wahrscheinlichkeitsnetz ist moglich Uber einen erneuten Aufruf der
Ikon Diagramm. Im Dialogfenster der Haufigkeitsverteilung ist dann die Taste Dia-
grammauswahl zu verwenden, damit der Dialog der Diagrammtypen noch offen bleibt.
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Danach ist z.B. der Diagrammtyp Normal-Verteilung moglich. Der Vorteil bei dieser
Darstellung ist, dass man jeden einzelnen Punkt sehen kann und man kann gut erken-
nen, wo Anderungen im Verlauf sind:
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Summenhaufigkeit

Der vereinfachte Test auf Mischverteilung bei der Weibull-Verteilung Uber die getrenn-
ten Geradenabschnitte kann mit Hilfe des Templates Weibull _Mischverteilung.vxg
durchgefuhrt werden. Hierzu ist der Menupunkt Datei/Templates/Weibull/ aufzurufen
und die entsprechende Datei zu 6ffnen. Folgen Sie den Sprechblasen, um lhre Daten
einzufligen und die Berechnung Uber das Makro mit F9 zu starten.

Der Test auf Mischverteilung bei der Normal-Verteilung ist zu finden unter Datei/Temp-
lates/Statistische Tests und dem Template StatText Mischverteilung.vxgn. Der Test
lauft hier anstelle der Vertrauensbereiche tUber b und T Uber p und s.
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